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ДИФЕРЕНЦІЙОВАНЕ ФОРМУВАННЯ ПРИЙОМУ ВВЕДЕННЯ ДОПОМІЖНОГО КУТА 
В УЧНІВ ПРИ ВИВЧЕННІ СТЕРЕОМЕТРІЇ

В статті розкрито суть прийому введення допоміжного кута і наведено систему вправ для диференційовано­
го формування в старшокласників такого спеціального прийому евристичної діяльності.

In the article the main point of the method of introduction of auxiliary angle is exposed and the system of 
exercises for differential formation of this method for senior pupils is demonstrated.

Актуальною проблемою в наші дні стала пробле­
ма творчості. Основною ідеєю реформування системи 
освіти в Україні є гуманізація і демократизація навча­
льно-виховного процесу, сприяння розвитку інтересів і 
нахилів особистості, основа яких — розвиток особис­
тості учня, його здібностей, можливостей та інтересів, 
залучення школярів до творчої, евристичної діяльності 
та розвиток її в процесі навчання математики.

Евристичну діяльність ми розглядаємо як спільну 
навчальну діяльність вчителя й учнів, учнів між собою 
для відкриття нового знання про математичні поняття 
та їх властивості, про прийоми постановки і розв’язу­
вання пов’язаних з ними задач.

З давніх часів вчених цікавили різні аспекти ев­
ристичної діяльності. Над ними працювали давньогре­
цькі математики Евклід, Папп Александрійський, 
Р.Декарт, Г.Лейбніц, А.Пуанкаре та ін.

Проблему розвитку евристичної діяльності учнів на 
уроках математики, формування прийомів (загальних і 
спеціальних) такої діяльності досліджували педагоги і 
методисти А.Артемов, Г. Балк, Г. Бевз, М.Бурда, К.Вла- 
сенко, Ю.Кулюткін, Ю.Палант, В.Пушкін, Г.Саранцев,
О.Скафа, З.Слєпкань, А.Хуторськой, та ін. [1, 2, 3].

Поряд з загальними прийомами евристичної дія­
льності учнів слід виділити також спеціальні прийоми, 
які характерні лише при вивченні шкільного курсу 
математики. До таких прийомів ми відносимо:

1. Введення допоміжних величин:
а) допоміжного відрізка;
б) допоміжного кута.

2. Введення допоміжних побудов.
3. Використання допоміжних задач.
4. Переформулювання задач.

Подальшого дослідження вимагає проблема дифе­
ренційованого формування в учнів спеціальних прийо­
мів евристичної діяльності на уроках стереометрії. У 
цьому контексті нами досліджується ефективність за­
стосування прийому введення допоміжного кута.

У багатьох задачах стереометрії вдається побуду­
вати такі трикутники, в які входять задані лінійні і ку­
тові елементи; тим самим є можливість знайти в побу­
дованому трикутнику потрібні елементи і виразити їх 
явно через задані елементи.

Однак, є немало і таких задач, в яких дані лінійні 
елементи не входять ні в один з трикутників, що міс­

тять у собі дані кути; бувають також задачі, в яких 
даються тільки кути.

Введення допоміжного кута застосовується у тих 
випадках, коли даний лінійний елемент не входить ні 
в один з тих трикутників, що мають в собі дані кути. 
Крім того, цей прийом може застосовуватись і в інших 
випадках.

Слід учням пояснити, що введення допоміжного 
кута полягає в тому, що, користуючись даними кута­
ми, визначають один з тих кутів, який лежить з даною 
лінійною величиною в одному трикутнику, що дає 
можливість розв’язати задачу.

Спочатку доцільно вчити учнів вводити допомі­
жний кут у задачі, зв’язані з правильними призмами 
та пірамідами, а пізніше перейти до задач з іншими 
многогранниками.

Варто привчати учнів відшукувати такий ліній­
ний елемент даного многогранника, який входить од­
ночасно і в трикутник, що має шуканий кут, і в трику­
тник, що має даний кут (цей елемент не повинен бути 
в основі многогранника), і визначити його через вка­
зані кути і елементи основи даного многогранника.

Розглянемо ці міркування на конкретних прикла­
дах.

1. Плоский кут при вершині правильної чотири­
кутної піраміди дорівнює а. Висота піраміди Н. Знай­
ти площу основи піраміди.
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Рис. 1.

Введемо допоміжний кут х  нахилу бічної грані ББС 
до площини основи АВС (рис. 1). Бачимо, що ДОБЕ міс­

тить введений кут х, а ДЕБС — відомий кут а  , і вони
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мають спільну сторону БЕ. Визначимо БЕ з кожного з
ОЕцих трикутників. З ЛОБЕ (ЕО  = 90°) : БЕ = --------.

З AESC (ZE  = 90°) : SE = EC • ctg — , отже,

OE a  CD--------= EC • ctg— . Але OE = EC = ------ , тому
cosx  2 2

1 a  a-------= ctg— , звідки cosx = tg— . З AOSE (ZO = 90°) :
cosx 2 2
OE = OS • ctg x  = H  • ctg x .

zSoCH = DC2 = (O E )2 = 4H 2 ctg2 x  = 

2- tg2 —
= 4H2 cos X = 4H2 2 = 4H21 -  cos X

• 2 a sin

- 2 a1 -  tg — 6 2

2 a sin —2_________2
2 a . 2  ac o s -----sin —

2 2
• 2 a sin

= 4 H 2 ------- 2 . Soc„ = 4 H 2 -------2
cos a cos a

Введення допоміжного кута корисно використо­
вувати і при розв’язуванні задач на доведення [4].

2. Довести, що кути а і в, які утворює бічна грань 
правильної чотирикутної піраміди відповідно з пло­
щиною основи і з суміжною бічною гранню, зв’язані
співвідношенням: cos a = ^/- cos р .
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С

Введемо допоміжний кут х  нахилу бічного ребра 
до сторони основи піраміди, тобто ZБCE = х  (рис. 2). 
Позначимо сторону основи через а. Тоді з

AOSE (ZO = 90°) : SE-- OE
cosa 2cosa

. З ASEC (ZE = 90°):

SE = EC • tgx = -  tgx . Отже, — - —  = -  tg x ; cos a  = ctg x  . 
2 2cosa 2

З ADKC (Z K  = 90°) : DK  = DC  • sin x  = a sin x .

З ADKO (ZO  = 90°) : DK  = OD
• ß 2 • ßsin — 2 sin —

2 2

Отже,

a sin x  = ■ W 2 

2 - ß2sin —

1; sin x
V2sin ß  

2

cos xcos a  = ctg x  = —----- Г - sin2 x

1

2 sin2 — 
2

1

V2 sin —
2

що й треба було довести.

^ sin2 2  - 1 = V-  cos ß

cos x

a

sin x sin x

1

Ми пропонуємо систему вправ трьох рівнів (се­
реднього, достатнього і високого), які дадуть можли­
вість диференційовано формувати в учнів даний при­
йом евристичної діяльності.

Середній рівень
1. Бічне ребро правильної чотирикутної піраміди 

утворює з площиною основи кут а. Знайти відношен­
ня висоти піраміди до сторони основи.

(Допоміжний кут: кут нахилу бічної грані до 
площини основи).

2. Кут між бічними гранями правильної трикут­
ної піраміди рівний а. Знайти відношення апофеми 
бічної грані піраміди до її бічного ребра.

(Допоміжний кут: кут нахилу бічного ребра піра­
міди до сторони основи).

3. Двогранний кут між суміжними бічними граня­
ми правильної чотирикутної піраміди рівний р. Знайти 
відношення висоти піраміди до її бічного ребра.

(Допоміжний кут: кут нахилу бічного ребра піра­
міди до площини основи).

4. Плоский кут при вершині правильної чотири­
кутної піраміди дорівнює а. Знайти відношення сторо­
ни основи до апофеми піраміди.

(Допоміжний кут: кут нахилу апофеми бічної 
грані до площини основи).

5. У правильній чотирикутній піраміді бічне реб­
ро нахилене до сторони основи під кутом а. Знайти 
апофему, якщо висота піраміди дорівнює Н.

(Допоміжний кут: кут нахилу бічної грані пірамі­
ди до площини основи).

Достатній рівень
1. В правильній трикутній піраміді сторона осно­

ви рівна 8 см, а плоский кут при вершині рівний ф. 
Знайти висоту піраміди.

(Допоміжний кут: кут нахилу бічної грані пірамі­
ди до площини основи).

2. У правильній чотирикутній піраміді плоский 
кут при вершині дорівнює а. Висота піраміди дорів­
нює Н. Знайти бічну поверхню піраміди.

(Допоміжний кут: кут нахилу бічної грані пірамі­
ди до площини основи).

3. Основою похилого паралелепіпеда є квадрат, 
сторона якого дорівнює а. Одне з бічних ребер дорів­
нює Ь і утворює з кожною з прилеглих сторін основи 
кут 60°. Знайти об’єм паралелепіпеда.

(Допоміжний кут: кут нахилу бічного ребра при­
зми до площини основи).

4. Знайти об’єм правильної чотирикутної пірамі­
ди, бічне ребро якої І, а двогранний кут між суміжни­
ми бічними гранями р.

(Допоміжний кут: кут нахилу бічного ребра піра­
міди до площини основи).

Високий рівень
1. У правильній трикутній піраміді з висотою Н 

через сторону основи а проведено площину, яка пере­
тинає протилежне ребро під прямим кутом. Знайти 
площу перерізу.

(Допоміжний кут: кут між площиною перерізу і 
площиною основи піраміди).

2. Грані паралелепіпеда — рівні ромби із сторо­
ною а і гострим кутом а. Знайти об’єм паралелепіпеда.

(Допоміжний кут: кут нахилу бічного ребра па­
ралелепіпеда до площини основи).

3. В основі похилої призми лежить прямокутник 
із сторонами а і Ь. Дві суміжні бічні грані утворюють з 
основою гострі кути а і р. Бічне ребро дорівнює с. 
Знайти об’єм призми.
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(Допоміжний кут: кут між висотою бічної грані 
призми і бічним ребром).

Результати експериментальної перевірки розроб­
леної диференційованої системи задач показали, що 
використання даної системи завдань дає можливість 
диференційовано формувати в учнів прийом введення 
допоміжного кута.
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ДИФЕРЕНЦІЙОВАНЕ ФОРМУВАННЯ ПРИЙОМУ ВВЕДЕННЯ ДОПОМІЖНОГО ВІДРІЗКА 
В СТАРШОКЛАСНИКІВ НА УРОКАХ СТЕРЕОМЕТРІЇ

В статті розкрито суть прийому введення допоміжного відрізка і наведено систему вправ для диференційо­
ваного формування в старшокласників такого спеціального прийому евристичної діяльності.

In the article the main point of the method of introduction of auxiliary segment is exposed and the system of 
exercises for differential formation of this method for senior pupils is demonstrated.

В сучасній дидактиці велика увага приділяється 
евристичному навчанню, яке передбачає оволодіння уч­
нями навчальними уміннями й навичками при вивченні 
основ наук, зокрема, математики, розвиток їх евристич­
ної діяльності. Ця діяльність включає в себе: а) самі 
творчі процеси по створенню математичних понять, їх 
властивостей і відношень; б) пізнавальні процеси, необ­
хідні для супроводження творчості; в) організаційні, 
методологічні, психологічні та інші процеси, які забез­
печують творчу і пізнавальну діяльність учнів. Для роз­
витку такої діяльності потрібно цілеспрямовано форму­
вати в школярів загальні і спеціальні прийоми евристи­
чної діяльності на уроках математики [1].

Проблемі формування прийомів евристичної дія­
льності учнів на уроках математики приділяли увагу 
такі математики і методисти, як А.Г.Артемов, Г.Д.Балк, 
М.І.Бурда, Т.С.Гришина, К.В.Власенко, Ю.Н.Кулюткін, 
О.І.Скафа, А.В.Хуторський та інші. Однак ця пробле­
ма висвітлена ще недостатньо. Мета цієї статті — роз­
крити методику диференційованого формування тако­
го спеціального прийому евристичної діяльності стар­
шокласників на уроках стереометрії як введення до­
поміжного відрізка.

У багатьох задачах стереометрії вдається побуду­
вати такі трикутники, в які входять задані лінійні і 
кутові елементи; тим самим є можливість знайти в 
побудованому трикутнику потрібні елементи і вирази­
ти їх явно через задані елементи.

Однак, є немало і таких задач, в яких дані лінійні 
елементи не входять ні в один з трикутників, що міс­
тять у собі дані кути; крім того, бувають задачі, в яких 
даються тільки кути.

В таких задачах для знаходження шуканих невідо­
мих вводять допоміжні відрізки. За допомогою цих до­
поміжних відрізків шукані величини задаються як неявні 
функції від відомих або раніше знайдених величин.

Допоміжний відрізок вводять при розв’язуванні 
таких задач, в яких не дано лінійних елементів і треба 
знайти певну залежність між кутами. У цих задачах 
величину введених допоміжних відрізків звичайно 
знайти не можна, але для розв’язування задачі це не 
завжди потрібно.

Розглянемо приклади розв’язування таких задач.
1. Мимобіжні діагоналі двох суміжних бічних 

граней прямокутного паралелепіпеда нахилені до пло­
щини основи під кутами а і р. Знайти кут у між цими 
діагоналями.

Кутом між мимобіжними прямими A ß  i D 1C є кут 
BA1D  між прямою A ß  і прямою А 1В, паралельною 
прямій D 1C (рис. 1). Оскільки висота паралелепіпеда 
входить у два трикутники A 1DA і D 1CD, що мають дані 
кути а і ß, то приймають її за допоміжний відрізок.

Позначимо А 1А = D 1D = а. Оскільки кут у вхо­
дить в A A ßB , то його можна спробувати визначити, 
скориставшись теоремою косинусів. Для цього слід 
спочатку визначити сторону цього трикутника через 
висоту а і дані кути.

З ADD1C ( ZD  = 90° ): d 1C = DD1 = a ,
sin ß sin ß

DC = DD1 • ctg ß = a ctg ß . З A A A ß  ( ZA = 90° ):

A1D = AA1 = —- — , AD = AA1 • ctg a = a ctg a . Оскі- 
sin a sin a

льки A ß  = D C , то AiB = —- — ; АВ = DC, то
sin ß

AB = a ctg ß ; З AAßD  (Z A  = 90° ): BD2 = AB2 + AD2 = 

= a2 ctg2 ß + a2 ctg2 a .
2 2За теоремою косинусів з A A ßD : BD = A1B + 

+AyD2 -  2A-B • A ß  • cos у , тому a2 ctg2 ß + a2 ctg2 a = 
+ A1D 2 -  2 A1В • A1D • cos у ;

2 cos Y = 1 1
sin a -  sin ß sin2 ß sin2

- -  ctg 2 ß -  ctg 2 a  ;

2 cos у
sin a - sin ß 
cos у = sin a  - sin ß

1 -  cos2 ß 1 -  cos2 a  
- + ---------;-------

sin 2 ß

2 cos у 
sin a  - sin ß

■ = 2 ;

a
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