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ВИЗНАЧЕННЯ�ХАРАКТЕРИСТИК�ЕЛЕКТРОСТАТИЧНОГО�ПОЛЯ�КОНДЕНСАТОРІВ�
ЗА�ДОПОМОГОЮ�АНАЛІТИЧНОЇ�ФУН�КЦІЇ

Анотація.�Теорія�аналітичних�функцій�широко�вико�ристовується�не�лише�в�фундаментальних�досліджен-
нях.� Вона� є� універсальним� інструментом,� який� дозволяє� формалізувати� фізичні� явища,� полегшити� аналіз�
складних�систем,�вирішувати�непрості�фізичні�задачі,�підвищуючи�точність�і�ефективність�результатів.�З�до-
помогою�аналітичних�функцій�багато�задач�зводяться�до�простіших�формул,�які�легко�інтерпретуються.�Також�
з’являється�можливість�отримувати�аналітичні�розв’язки�без�чисельних�методів,�а�рівняння�Коші�–�Рімана�до-
зволяють�одночасно�описати�декілька�фізичних�характеристик.

Зокрема,�в�електродинаміці�та�теорії�поля�аналітичні�функції�використовуються�для�опису�потенціалів�та�по-
лів,�а�здійснювані�ними�конформні�відображення�застосовуються�для�визначення�розподілу�електричного�поля�у�
складних�геометричних�областях,�наприклад,�навколо�електрода�у�формі�кута�або�поблизу�гострих�країв.

В�даній�статті�аналітична�функція,�яка�називається�комплексним�потенціалом,�використовується�для�ви-
значення�характеристик�електростатичного�поля�плоских�та�циліндричних�конденсаторів.�Зокрема,�досліджу-
ючи�комплексний�потенціал�електростатичного�поля�плоского�та�циліндричного�конденсаторів,�отримано�для�
них�сім’ї�еквіпотенціалей�та�ліній�потоку,�визначено�напрям�вектора�напруженості�Е електростатичного�поля�
та�обчислено�ємність�С�для�цих�типів�конденсаторів.�Вказано,�що�вектор�напруженості�Е�електростатичного�
поля�плоского�конденсатора�сталий�і�направлений�по�нормалі�до�поверхні�пластин�конденсатора,�а�у�випадку�
циліндричного�конденсатора�вектори�E�та�D (вектор електростатичної�індукції) направлені�радіально�від�вну-
трішнього�циліндра�(r = a)�до�зовнішнього�(�r = b),�якщо�внутрішній�має�позитивний�заряд).

Ключові�слова:�аналітичні�функції,�комплексний�потенціал,�плоский�конденсатор,�циліндричний�конден-
сатор,�еквіпотенціалі,�лінії�потоку,�електростатичне�поле,�вектор�напруженості,�ємність�конденсатора.

широко� застосовується� в� аналізі� електричних,�магніт-
них� і�гідродинамічних�полів.�У�задачах�електростати-
ки�та�магнетизму�потенціал�є�скалярною�функцією,�яка�
описує�поле�і�для�двовимірних�полів�має�вигляд�(1).

Дійсна�частина� ,u x y � і� уявна�частина� ,v x y �
називаються� відповідно� потенціальною� функцією� і�
функцією�потоку.

Лінії� , � �u x y const � називаються� еквіпотенці-
альними�лініями�або�лініями�рівня.�Еквіпотенціальні�
лінії� –� це� уявні� лінії� в� електричному� полі,� на� кож-
ній� з� яких� потенціал� однаковий� в� будь-якій� точці.�
Тому� переміщення� заряджених� частинок� вздовж� та-
кої� лінії� не� вимагає� роботи,� оскільки� різниця� потен-
ціалів� між� будь-якими� двома� точками� на� еквіпотен-
ціальній�лінії�рівна�нулю.�Лінії�рівня�завжди�перпен-
дикулярні� до� ліній�напруженості� електричного�поля.�
Еквіпотенціальні�лінії�не�можуть�перетинатися,�адже�
в� кожній� точці� поля� може� бути� лише� один� потенці-
ал.�Чим�ближче�розташовані�лінії�рівня,�тим�сильніше�
поле�в�даній�області.

Лінії� ,v x y �const �називаються�лініями�потоку�
або�лініями�напруженості�електричного�поля.�Це�теж�
уявні�лінії,�вздовж�яких�у�просторі�напрямлене�елек-
тричне�поле.�Вектор�напруженості�поля�в�кожній�точ-
ці�спрямований�по�дотичній�до�лінії�потоку.�Лінії�на-
пруженості� електричного� поля� завжди� починаються�
на�позитивних�зарядах�і�закінчуються�на�негативних.�
Їх�напрямок�вказує�на�напрямок�сили,�шо�діє�на�пози-
тивний� заряд�у�полі.�Лінії� потоку�не�перетинаються,�
оскільки�в�кожній�точці�поля�може�бути�лише�один�на-
прямок�напруженості�поля.�Щільність�ліній�потоку�ві-
дображає�величину�напруженості:�чим�більше�ліній�в�
певному�об’ємі,�тим�сильніше�поле.�Рух�уздовж�лінії�
потоку�відповідає� зміні�потенціалу� і�роботі�поля�над�
зарядом.
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Вступ.�Теорія�аналітичних�функцій�знаходить�ши-
роке� застосування� не� лише� в� фундаментальних� дослі-
дженнях.�Вона�є�універсальним�інструментом,�який�до-
зволяє� формалізувати� фізичні� явища,� полегшити� ана-
ліз�складних�систем,�вирішувати�непрості�фізичні�зада-
чі,�підвищуючи�точність�і�ефективність�результатів.�З�до-
помогою�аналітичних�функцій�багато�задач�зводяться�до�
наочних�формул,�які�легко�інтерпретуються,�з’являються�
можливості�отримувати�аналітичні�розв’язки�без�чисель-
них�методів,�а�рівняння�Коші�–�Рімана�дозволяють�одно-
часно�описати�декілька�фізичних�характеристик.

Зокрема,�в�електродинаміці�та�теорії�поля�аналі-
тичні�функції�використовуют�ься�для�опису�потенціа-
лів�та�полів,� а� здійснювані�ними�конформні�відобра-
ження�застосовуються�для�визначення�розподілу�елек-
тричного�поля�у�складних�геометричних�областях,�на-
приклад,�навколо�електрода�у�формі�кута�або�поблизу�
гострих�країв.

Постановко�задачі.�В�даній�статті�ставиться�за-
дача�з�допомогою�аналітичної�функції,�яка�називаєть-
ся� комплексним� потенціалом,� дослідити� характерис-
тики� електростатичного� поля� плоских� та�циліндрич-
них� конденсаторів.� Зокрема,� досліджуючи� комплек-
сний� потенціал� електростатичного� поля� плоского� та�
циліндричного�конденсаторів,�отримати�для�них�сім’ї�
еквіпотенціалей� та� ліній� потоку,� визначити� напрям�
вектора�напруженості�Е електростатичного�поля�та�об-
числити�ємність�С�для�цих�типів�конденсаторів.

Для�визначення�характеристик�електростатично-
го�поля�конденсатора�будемо�використовувати� аналі-
тичну�функцію

� ������� , i , ,�w f z u x y v x y   � (1)
яка�називається�комплексним�потенціалом.�Комплексні�
потенціали�–�це�зручний�математичний�інструмент,�що�
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Розглянемо� плоский� конденсатор,� який� склада-
ється�з�двох�паралельних�пластин,�розділених�шаром�
діелектрика��(рис. 1).�На�пластинах�зосереджений�заряд�
і�між�ними�виникає�електричне�поле.�Приймаємо,�що�
відстань�між�пластинами�d�повинна�бути�значно�мен-
шою�за�розміри�пластин.�При�цьому�на�кінцях�пластин�
спостерігається�крайовий�ефект:�значно�збільшується�
напруженість�поля�в�порівнянні�з�напруженістю�у�цих�
місцях�у�випадку�нескінченних�пластин.

 
Рис. 1

Будемо� розглядати� заряджений� конденсатор�
із� потенціалами� на� пластинах� 1� 2�i��  .� Для� плоско-
паралельного� електростатичного� поля� комплексний�
потенціал� є� його� енергетичною� характеристикою� і�
визначений� з� точністю� до� довільної� сталої.� В� без-
розмірних� величинах� шукаємо� цей� потенціал� у� ви-
гляді� w� =� i ,z � де� стала� α� визначається� гранични-
ми� умовами:� 1 1 2 2,��x x      .� Звідси� слідує,� що�

2 1 2 1x x d       ,� тобто� 02 1 ,�
d d

 
   �

де� 0  � різниця� потенціалів� між� пластинами.�Тепер�
комплексний� потенціал� електростатичного� поля� ма-

тиме� вигляд� 0i
�

z
w

d


  .� Побудуємо� картину� ліній�
поля,�що� описується� цим� комплексним�потенціалом.�
Оскільки�z = x + iy, а�функція�w = iu v ,�то�отримає-
мо�рівняння:

0 0 0i i
i � i

y x
u v x y

d d d
  

      .

Звідси,�прирівнюючи�функції�u� та�v�по�черзі�до�
різних�сталих�значень,�отримуємо�сім’ю�еквіпотенціа-
лей�та�сім’ю�ліній�потоку:

0 0, ;
x

u y Const v Const
d d
 

   

Еквіпотенціальні� лінії� зображують� одновимірні�
області,�в�яких�електричний�потенціал,�створений�од-
ним� або� декількома� сусідніми� зарядами,� має� постій-
ну�величину.�Еквіпотенціальні�лінії�можуть�бути�пря-
мими,� вигнутими� або� неправильної� форми,� залежно�
від�орієнтації�зарядів,�що�породжують�їх.�Якщо�заря-
ди�розподілені�по�двом�пластинам�в�статичній�рівно-
вазі,� то�еквіпотенціальні�лінії�будуть�приблизно�пря-
мими.�Це�ми�і�бачимо�з�отриманих�рівнянь�і�на�рис. 1.�
Таке�поле�називається�однорідним.�Його�напруженість�

0id
d
wE
z d


   ,�а�вектор�напруженості�E�електроста-

тичного�поля�сталий�і�направлений�по�нормалі�до�по-
верхні�пластин�конденсатора.

Слід� відмітити,� що� поблизу� країв� пластин� лі-
нії� електричного� поля� відхиляються� від� ідеально-
паралельного�розташування.�Це�відхилення�пов’язане�
з�тим,�що�біля�країв�пластин�електричне�поле�вже�не�

є�однорідним,�як�у�центральній�частині�конденсатора.�
Таке�явище�називається�крайовим�ефектом.

Визначимо� ємність� C плоского� конденсатора,�
тобто� його� здатність� накопичувати� електричний� за-
ряд�q�при�певній�різниці�потенціалів� 2 1  �між�його�
пластинами:

2 1

qC 
 

.

З�загального�курсу�фізики�відомо,�що� 0 ,�
s

q
d

 


де��–�діелектрична�проникність�матеріалу�між�плас-
тинами,� s – площа� однієї� пластини� конденсатора,�
0 2 1    .�Якщо� 1,  �то

С� s
d

 .

Отже,�збільшення�площі�пластин�s�або�зменшен-
ня�відстані�між�ними�d збільшує�ємність�конденсато-
ра.�Також�ємність�зростає�із�збільшенням�діелектрич-
ної�проникності�матеріалу�між�пластинами.

Розглянемо�далі�циліндричний�конденсатор�–�це�
тип� електричного� конденсатора,� який� складається� з�
двох�співвісних�циліндричних�провідників�різних�ра-
діусів�r,�розміщених�паралель�но�один�одному.�Нехай�
на�межі�внутрішнього�провідника�(r = a)�заданий�по-
тенціал�φ1�(рис. 2),�а�на�межі�зовнішнього�провідника�
(r = b)�–�потенціал�φ2.�Причому� 1 2� . 

Рис. 2
Довжина� даного� конденсатора� l має� бути� біль-

шою� в� порівнянні� з� діаметром.� Конструкція� такого�
кон�денсатора�дозволяє�створити�концентроване�елек-
тричне�поле�в�просторі�між�циліндрами.

Будемо�розглядати�заряджений�конденсатор�із�по-
тенціалами�на�провідниках� 1 2�i� �  .�В�безрозмірних�ве-
личинах�шукаємо�комплексний�потенціал�поля�цилін-

дричного�конденсатора�у�вигляді� ln i
2

w z u v
  


.�

Цей�потенціал�зазвичай�залежить�від�логарифма�коор-
динати�z через�властивості�поля�у�циліндричних�коор-
динатах.�Виділимо�дійсну�та�уявну�частини�аналітич-
ної�функції�w. Оскільки

ln �ln | | �z z i ln i     , то� � i
2

w ln i u v
    


.

Звідси�отримуємо,�що�потенціал�u� і�функція�по-
току�v�визначаються�співвідношеннями:

ln ,����
2 2

u v   
 

 
,

де� ��i��  �–�відповідно�модуль�та�аргумент�комплексно-
го�числа�z або�полярні�координати�точки�z, а�ɑ – стала,�
яка�визначається�граничними�умовами:

1 2ln �/ 2 ,�� ln / 2a b        .
Звідси�слідує,�що

2 1 ln / 2 ln / 2b a       ,
тобто
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�� � ���

2 1 2 .
ln b

a

 
   

�

(2)

Тепер�комплексний�потенціал�електростатичного�
поля�матиме�вигляд

2 1 ln
ln

w z
b
a

 
 .

Лінійний�заряд,�що�породжує�це�поле,�розміще-
ний� вздовж� осі,� перпендикулярної� комплексній� пло-
щині� Z� і� є� моделлю� розглядуваного� циліндричного�
конденсатора.� Для� слабких� полів� вектор� електроста-
тичної�індукції�D�та�вектор�напруженості�електрично-
го�поля�E�зв’язані�співвідношенням�D�=�ɛE, де�коефі-
цієнт�пропорційності�ɛ�називають�діелектричною�ста-
лою�середовища.�Нехай�ɛ�=�1.�Тоді�для�безрозмірних�
векторів�D�та�E справедливо�

D = E = X + i‧Y = 2 1d 1
d ln

w
bz z
a

 
  .�

Виділимо�дійсну� та�уявну�частини�цієї�функції.�
Оскільки

2 2
1 1 i ,��

i
x y

z x y x y


 
 

�то� 2 1
2 2� �,

ln

xX
b x y
a

 



�а�

2 1
2 2
�� �

ln

yY b x y
a

  



.

Знайдемо� напрям� вектора� напруженості� елек-
тростатично� поля� циліндричного� конденсатора.�

Якщо� функція� потоку� �;v   �
2

const
 


,� то� ви-

бравши�сталий�напрям�θ0�=�const, знайдемо�його�об-
раз�у�виразі�для�E.�Перепишемо�X�і�Y, враховуючи,�що�

cos ,��a�� sin .x y      �Тоді

�

0 02 1 2 1cos sin
� � ,�� �

ln ln
X Y

b b
a a

      
 

 
.� (3)

Або� 0Y tg X    .� Тобто� вектор� напруженості�
електростатичного� поля� Е� циліндричного� конденса-
тора,�а�отже�і�вектор�електростатичної�індукції�D на-
прямлені�вздовж�тих�же�променів�θ�=�const. Знак�мінус�
вказує,� що� електричне� поле� спрямоване� в� напрямку�
зменшення�потенціалу�від�позитивного�заряду�до�не-
гативного�і�забезпечує�правильну�спрямованість�цього�
поля.�У�випадку�циліндричного�конденсатора�вектори�
E�та�D направлені�радіально�від�внутрішнього�цилін-
дра�(r = a)�до�зовнішнього�(r = b,�якщо�внутрішній�має�
позитивний�заряд).

Використовуючи�формули� (3),� знайдемо� довжи-
ни�векторів�E�та�D.

� ����� 2 12 2 .
ln

E D X Y b
a

 
   


� (4)

Звідси�можна�визначити,�яким�повинен�бути�ра-
діус� внутрішнього� циліндра�a, щоб� значення� макси-
мальної� напруженості� поля�Е� при�фіксованому� раді-
усі� зовнішнього�циліндра�b, було�найменше.�В� тако-
му�випадку�знаменник�дробу�в�формулі�(3)�при� �a  �

має� бути� найбільший.� Знайдемо� максимум� функції�

ln bf a a
a

 .�Для�цього

2ln ln 1 0b a b bf a a
a b aa
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тобто� �,�
e
ba  �де�e – основа�натурального�логарифма.�

Оскільки ' 1ln 1 0bf a
a a

      
 

 ,

то�функція� f a �в�цій�точці�дійсно�досягає�максиму-

му,�а�отже�при�радіусі�внутрішнього�циліндра�
e
ba  �

значення�максимальної�напруженості�поля�Е�при�фік-
сованому� радіусі� зовнішнього� циліндра� b, буде� най-
менше.

Визначимо�ємність�C циліндричного�конденсато-
ра,�а�саме�його�здатність�накопичувати�електричний�за-
ряд�α�при�певній�різниці�потенціалів� 2 1  �між�його�

циліндрами:�C = 
2 1


 

. З�формули�(2)�слідує,�що

2 .
ln

C b
a




Отже,� чим� менше� відрізняються� радіуси� вну-
трішнього� і�зовнішнього�циліндрів,�чим�ємність�кон-
денсатора�буде�більша.

Висновок.�В�даній�статті�ставиться�задача�з�до-
помогою� аналітичної� функції,� яка� називається� комп-
лексним�потенціалом,�дослідити�характеристики�елек-
тростатичного�поля�плоских�та�циліндричних�конден-
саторів.�Зокрема,�досліджуючи�комплексний�потенці-
ал�електростатичного�поля�плоского�та�циліндрично-
го�конденсаторів,�отримано�для�них�сім’ї�еквіпотенці-
алей�та�ліній�потоку,�визначено�напрям�вектора�напру-
женості�Е електростатичного� поля� та� обчислено� єм-
ність�С�для�цих�типів�конденсаторів.�Вказано,�що�век-
тор�напруженості�Е�електростатичного�поля�плоского�
конденсатора�сталий�і�направлений�по�нормалі�до�по-
верхні�пластин�конденсатора,�а�у�випадку�циліндрич-
ного�конденсатора�вектори�E�та�D (вектор електроста-
тичної�індукції) направлені�радіально�від�внутрішньо-
го�циліндра�до�зовнішнього�(якщо�внутрішній�має�по-
зитивний�заряд).
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DETERMINATION�OF�THE�CHARACTERISTICS�
OF�THE�ELECTROSTATIC�FIELD�OF�CAPACITORS�

USING�AN�ANALYTICAL�FUNCTION
Abstract.�The�theory�of�analytical�functions�is�wide-

ly�used�not�only�in�fundamental�research.�It�is�a�universal�
tool� that� allows�you� to� formalize�physical�phenomena,�
facilitate� the� analysis� of� complex� systems,� solve� com-
plex�physical�problems,�increasing�the�accuracy�and�ef-
fi�ciency�of�the�results.�With�the�help�of�analytical�func-
tions,�many�problems� are� reduced� to� simpler� formulas�
that� are� easily� interpreted.� It� also� becomes� possible� to�
obtain�analytical� solutions�without�numerical�methods,�
and�the�Cauchy-Riemann�equations�allow�you�to�simul-
taneously�describe�several�physical�characteristics.

In� particular,� in� electrodynamics� and� fi�eld� theory,�
analytical� functions�are�used� to�describe�potentials�and�
fi�elds,� and� the� conformal� mappings� they� perform� are�
used�to�determine�the�distribution�of�the�electric�fi�eld�in�
complex�geometric�regions,�for�example,�around�an�elec-
trode�in�the�form�of�a�corner�or�near�sharp�edges.

In�this�article,�an�analytical�function�called�the�com-
plex�potential�is�used�to�determine� the�characteristics�of�
the�electrostatic�fi�eld�of�fl�at�and�cylindrical�capacitors.�In�
particular,�by�studying�the�complex�potential�of�the�elec-
trostatic�fi�eld�of�fl�at� and� cylindrical� capacitors,� families�
of�equipotentials�and�fl�ux� lines�were�obtained�for� them,�

the� direction� of� the� electrostatic� fi�eld� strength� vector�E�
was�determined,�and�the�capacitance�C�was�calculated�for�
these�types�of�capacitors.�It� is�indicated�that�the�electro-
static�fi�eld�strength�vector�E�of�a�fl�at�capacitor�is�constant�
and�directed�normal�to�the�surface�of�the�capacitor�plates,�
and� in� the�case�of�a�cylindrical� capacitor,� the�vectors�E�
and�D�(electrostatic�induction�vector)�are�directed�radially�
from�the�inner�cylinder�(r =�a)�to�the�outer�(r = b),�if�the�
inner�one�has�a�positive�charge).

Key� words:� analytical� functions,� complex� poten-
tial,�fl�at� capacitor,� cylindrical� capacitor,� equipotentials,�
fl�ux� lines,� electrostatic� fi�eld,� strength� vector,� capacitor�
capacitance.
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