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Розглянуто питання розвитку теорії гібридних інтегральних перетворень та її застосувань до задач математичної фізики 
неоднорідних середовищ. 
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Вступ. За останні десятиріччя в практику аналітичної 
теорії теплопровідності, термомеханіки, теорії пружності 
та інші розділи математичної фізики глибоко проникли 
методи розрахунку температурних полів і полів напружень, 
що ґрунтуються на застосуванні інтегральних перетворень. 

З точки зору математики метод інтегральних пере-
творень еквівалентний методу власних функцій, але він має 
і суттєві переваги. До цих переваг слід віднести, у першу 
чергу, стандартну техніку обчислень, а також можливість 
подання розв'язку задачі у різних формах. Це особливо 
важливо у застосуваннях, коли необхідно отримувати роз-
в'язки в зручному для розрахунків вигляді як для малих, 
так і для великих значень аргументів. Нарешті, при наявно-
сті значної кількості таблиць прямих та обернених пере-
творень техніка розв'язання задачі значно спрощується і 
прискорюється. Але потрібно зауважити, що для методу 
інтегральних перетворень характерні ті ж обмеження, що і 
для методу відокремлення змінних. Він застосовний тільки 
для лінійних диференціальних рівнянь з лінійними крайо-
вими умовами, хоча є спроби його застосування для розв'я-
зання деяких нелінійних крайових задач. 

Основна частина. Інтегральні перетворення, які ви-
користовуються в задачах математичної фізики, можна 
умовно поділити на три класи: 
1)  перетворення щодо часової змінної на проміжку (0; ∞); 
2)  перетворення щодо геометричних змінних в нескінчен-

них межах; 
3)  перетворення щодо геометричних змінних в скінченних 

межах. 
До першого класу відносять добре і давно відомі пере-

творення Лапласа та Лапласа-Карсона, які є основою опера-
ційного числення. До другого і третього класу належать пе-
ретворення Фур'є, Фур'є-Бесселя, Вебера, Ганкеля, Мелліна, 
Мелера-Фока, Конторовича-Лєбєдєва та ін., вибір яких ви-
значається геометрією області геометричних змінних та 
структурою диференціального оператора і крайових умов. 

Всі вказані вище інтегральні перетворення успішно 
застосовуються для розв'язання лінійних крайових задач 
математичної фізики з неперервними коефіцієнтами. Од-
нак, в останній час у зв'язку з широким застосуванням 
композитних матеріалів (у будівництві, техніці, технології), 
виникла необхідність в розрахунку температур і темпера-
турних напружень в тілах, що складаються з матеріалів, які 
мають різні фізико-технічні характеристики. 

У цьому контексті особливої уваги заслуговує досить 
поширений у другій половині XX століття для вивчення 
стану композитних об'єктів метод кусково-сталих фізико-
технічних характеристик [див., наприклад, 1-6]. Але його 
застосування приводить до диференціальних рівнянь із 
сингулярними коефіцієнтами типу δ -функції Дірака та її 
похідних, тому одержати точні розв'язки відповідних задач 
математичної фізики навіть у найбільш простих випадках 
практично неможливо. Ці труднощі можна обійти, якщо 
здійснити моделювання фізичного процесу, який досліджу-
ється, методом гібридних диференціальних операторів. 
Останнє вимагає відповідного математичного апарату. Зок-
рема, виникає необхідність в побудові таких інтегральних 
перетворень, які б давали можливість алгебраїзації дифе-
ренціальних рівнянь з кусково-неперервними коефіцієнта-
ми. Перетворення вказаного типу одержали назву гібрид-
них інтегральних перетворень. В кінці 60-х років минулого 
століття з'явились роботи Я.С. Уфлянда та його учнів, в 
яких класичні інтегральні перетворення Фур'є, Фур'є-

Бесселя, Лежандра поширюються на випадок складених 
областей [див., наприклад, 7-12]. Своє продовження ці до-
слідження знайшли у працях В.С. Проценка та його учнів 
[див., наприклад, 13-17].  

Характерною особливістю згаданих робіт є те, що роз-
глядається тільки одна точка спряження ( x a=  або 0r R= ) 
в припущенні наявності в ній умов контакту вигляду 
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Але, при здійсненні неідеального термічного контакту, 
що природно, перша з умов спряження (1) матиме вигляд 
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а в задачах термопружності (наприклад, для симетричних 
тіл) при наявності ідеального механічного контакту замість 
другої умови спряження (1) матимемо умови 
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Отже, практично важливі задачі з різних галузей нау-
ки і техніки приводять до умов спряження 
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Якщо прийняти до уваги, що найпростіший композит 
має дві точки спряження, то потрібні гібридні інтегральні 
перетворення принаймні на трискладовому інтервалі. В той 
же час приклади розрахунків термопружних полів та елек-
тричних контурів в ортотропних та анізотропних середо-
вищах вказують на необхідність у гібридних інтегральних 
перетвореннях на інтервалі ( , )a b  з довільним, але скін-
ченним числом точок спряження, в кожній з яких викону-
ються умови контакту типу (4). 

Подальший розвиток теорія гібридних інтегральних 
перетворень знайшла у працях М.П. Ленюка та його учнів 
[див., наприклад, 18-22]. Зокрема, за найбільш загальних 
обмежень на структури диференціальних операторів, кра-
йових умов та умови спряження побудовано гібридні інте-
гральні перетворення типу Фур'є-Бесселя, Вебера, Ганкеля 
1-го й 2-го роду, Конторовича-Лєбєдєва, породжені дифе-
ренціальними операторами Бесселя 
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та гібридні інтегральні перетворення Фур'є на осі, півосі та 
сегменті, породжені диференціальними операторами Фур'є 
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Наявність основної тотожності інтегрального перетво-
рення відповідного гібридного диференціального оператора 
дає можливість успішно застосовувати ці перетворення до 
розв'язування лінійних крайових задач математичної фізики 
кусково-однорідних середовищ у сферичній [див., напри-
клад, 24-35], циліндричній [див., наприклад, 36-45] та декар-
товій [див., наприклад, 23, 46-54] системах координат. 
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Зазначимо також, що при розв'язуванні осесиметрич-
них задач теорії потенціалу в областях, утворених двома 
сферами, що перетинаються, та в областях, обмежених 
поверхнями гіперболоїдів обертання і тороїдальними пове-
рхнями, ефективно використовуються інтегральні перетво-
рення Мелера-Фока, породжені диференціальним операто-
ром Лежандра 
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[див., наприклад, 55-58].  
Природним узагальненням диференціального опера-
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дослідженню якого та побудові інтегральних і гібридних 
інтегральних перетворень, породжених цим оператором, 
присвячені роботи Н.О. Вірченко, І.М. Конета, М.П. Леню-
ка, І.А. Федотової [див., наприклад, 59-65]. Зазначимо та-
кож, що інтегральні перетворення типу Мелера-Фока ви-
явилися ефективними при побудові фундаментальних роз-
в'язків нових класів інваріантних диференціальних рівнянь 
з узагальненим оператором Лежандра в однозв'язних обла-
стях n-вимірного евклідового простору і на спеціальних 
ріманових многовидах [див., наприклад, 66-70].  

Результати автора з теорії гібридних інтегральних пере-
творень та їх застосувань впроваджені в навчальний процес у 
вигляді нормативного курсу "Актуальні задачі математичної 
фізики" та спеціального курсу "Методи інтегральних перетво-
рень" для магістрантів фізико-математичного факультету Ка-
м'янець-Подільського національного університету імені Івана 
Огієнка. Вони використовуються також студентами, магістра-
нтами і здобувачами при написанні курсових, дипломних та 
магістерських робіт і кандидатських дисертацій. 

Висновки. Висвітлено питання розвитку теорії гібри-
дних інтегральних перетворень та її застосувань до задач 
математичної фізики кусково-однорідних середовищ, зок-
рема, аналітичної теорії теплопровідності. Основну увагу 
зосереджено на гібридних інтегральних перетвореннях, 
породжених класичними диференціальними операторами 
математичної фізики (Бесселя, Фур'є, Лежандра). 
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ДЕЯКІ МЕТОДИЧНІ ОСОБЛИВОСТІ ЗАСТОСУВАННЯ МОДУЛЬНО-РЕЙТИНГОВИХ  
ТЕХНОЛОГІЙ ПРИ ВИКЛАДАННІ КУРСУ ФІЗИКИ ДЛЯ ІНЖЕНЕРНИХ СПЕЦІАЛЬНОСТЕЙ 

АНГЛІЙСЬКОЮ МОВОЮ 

У роботі розглянуто деякі методичні особливості застосування модульно-рейтингових технологій при викладанні курсу 
фізики для студентів технічних спеціальностей англійською мовою. Як зазначено, в англомовному випадку, у порівнянні з 
аналогічною ситуацією при викладанні українськомовного курсу, виникає ряд методичних особливостей. Останні, переваж-
но пов’язані з тією обставиною, що на одному і тому ж навчальному потоці одночасно навчаються як англомовні студенти-
іноземці, так і українські студенти. Важливим є те, що на практиці, як правило, їх чисельне співвідношення виявляється су-
мірним. Модульно-рейтингова організація навчального процесу, яку вибрано як базову, вимагає розробку спеціального анг-
ломовного комплексу навчально-методичних матеріалів, у якому весь необхідний навчальний матеріал було б зібрано у кон-
центрованій формі. Такий комплекс було авторами створено, видано і впроваджено у навчальну практику Національного 
авіаційного університету, деякі методичні «англомовні» особливості якого також обговорено в даній статті. 
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Вступ. Як відомо, протягом останнього десятиріччя в 
багатьох провідних ВНЗ України було започатковано так 
звані «англомовні проекти». Головною їх метою є підготовка 
фахівців різного профілю (в тому числі, і інженерів) з погли-
бленими знанням професійної англійської мови. Основний 
метод досягнення поставленої мети полягає у викладанні 
всіх (чи переважної більшості) навчальних дисциплін анг-
лійською мовою. Курс фізики для інженерних спеціальнос-
тей, який читається для студентів першого і другого курсів 
Національного авіаційного університету (НАУ), також вхо-
дить до переліку дисциплін, що викладаються англійською 
мовою (англомовний проект тут було започатковано ще в 
2000 році). Як показала реальна практика, англомовна версія 
курсу фізики має ряд своїх специфічних методичних особ-
ливостей, деякі з яких є предметом уваги даної роботи. 

Деякі методичні особливості викладання курсу фі-
зики англійською мовою. Слід зазначити, що загальні 
методико-організаційні засади викладання курсу фізики 
англійською мовою, як і в україномовному випадку, визна-
чаються, в основному, тим фактом, що навчальний процес, 
як ціле, тут побудовано на базі так званих модульно-рей-
тингових навчальних технологій [1]. Поява і активне впро-
вадження таких технологій у навчальну практику було 
зумовлено, перш за все, різким скороченням аудиторних 
навчальних годин, що раніше відводились для викладання 
курсу фізики. Причому, все це відбувалось при збереженні 
того загального обсягу навчального матеріалу, який тради-
ційно регламентувався відповідними робочими навчальни-
ми планами. Як наслідок, 60% і більше навчальних годин 
перейшло в категорію самостійної роботи (включно з поза 
аудиторною її формою), на контроль якої, нажаль, не було 
передбачено відповідних навчальних годин. Як результат 
конструктивних намагань авторів вирішити цю далеко не-
просту організаційно-методичну проблему, свого часу було 
розроблено вище згадану версію модульно-рейтингової 

технології. Слід, однак, зазначити, що з моменту появи 
такої технології, яку в НАУ вперше було розроблено і 
опрацьовано на базі україномовного курсу фізики, її відра-
зу було впроваджено при викладанні аналогічного англо-
мовного курсу. Але попри всі складності організаційно-
методичної ситуації, яка свого часу і спричинила появу 
самої модульно-рейтингової технології, ситуація з аналогі-
чним англомовним курсом виявляється ще напруженішою. 
Якщо до появи першого комплексу навчально-методичних 
матеріалів [2] «україномовні» студенти все ж таки мали 
достатньо різноманітний набір навчальної літератури укра-
їнською та російською мовами, то у випадку англомовного 
курсу проблема забезпечення студентів подібною англомо-
вною літературою набувала драматичнішої форми. Перш за 
все тому, що значну частину «англійських потоків» склада-
ли студенти іноземці, знання яких російської чи українсь-
кої мови на першому курсі навчання ще не дозволяли їм 
повноцінно самостійно опановувати необхідний навчаль-
ний матеріал цими мовами. Зазначимо, що історично це 
слугувало найбільшим стимулом для авторів до написання 
обговорюваної тут англомовної версії комплексу навчаль-
но-методичних матеріалів. На перший погляд здається, що 
усі напрацьовані в рамках україномовного курсу фізики 
базові модульно-рейтингові схеми навчального процесу, 
методичні і організаційні прийоми можуть бути прямо і 
безпосередньо перенесено на англомовну версію. На прак-
тиці, однак, виявилось, що це не зовсім так. Перш за все 
тому, що значну частину контингенту англомовних пото-
ків, як відзначалось, становлять іноземці. У тому числі, 
вихідці з країн, у яких, в силу певних історичних причин, 
англійська мова на сьогодні займає особливе положення 
(таких, наприклад, як Індія, Пакистан, колишні африкансь-
кі колонії Великобританії тощо). Очевидно, що такі студе-
нти суттєво відрізняються від українських як особливостя-
ми їх вітчизняної системи освіти, так і ментальністю та 
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